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2.2 Poissonovy bodové procesy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3 Shot noise Cox process 15
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základńı poznatky o bodových procesech, nebot’ Coxovy procesy jsou jejich
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Department: Department of Probability and Mathematical Statistics
Supervisor: Mgr. Blažena Frcalová
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Abstract: This thesis deals with a description of shot noise Cox process, his
characteristics and ilustrations of some examples. There are mentioned basic
knowledge about point processes in the first part, because Cox processes are
their special case. The second part of the text is devoted to shot noise Cox
processes. There are descriptions of intensity function and intensity mea-
sure, order characteristics and a relation to cluster processes. The big accent
is put on the particular models of stacionary processes (Matérn, Thomas
and shot noise G Cox process) and especially on their simulations. Their
implementation has been realized by software R (package spatstat).




Tato práce je určena všem zájemc̊um z široké veřejnosti, předevš́ım však
student̊um vysokých škol se zaměřeńım na pravděpodobnost a matematickou
statistiku. V textu se totiž předpokládá, že čtenář má primárńı znalosti
v tomto oboru.
Základńım piĺı̌rem tohoto článku jsou bodové procesy. Můžeme si je
představit jako náhodné procesy, které vyb́ıraj́ı body v prostoru. Zástupcem
typických př́ıklad̊u z praxe je např. rozmı́stěńı moučných mol̊u (jedná se
o pozice určitých objekt̊u, viz. [7]). Bodový proces spoč́ıvá v tom, že
v prostoru generuje náhodné události s určitou mı́rou intenzity, a jeden
z jeho často už́ıvaných zástupc̊u je Poisson̊uv bodový proces. Učebnicovými
př́ıklady jednorozměrného Poissonova procesu jsou př́ıchody hovor̊u na tele-
fonńı ústřednu či výskyt nehod v jistém úseku silnice. Složitěǰśımi problémy
pak jsou modelováńı nervového systému, polyfonńı hudebńı transkripce nebo
teorie rizika a finančńı matematiky. Jako zaj́ımavost bych chtěla uvést, že
Poisson̊uv bodový proces byl definován Simeon-Denisem Poissonem
(1781-1840).
Coxovy procesy, které zavedl sir David Roxbee Cox (*1924), jsou pak
přirozeným rozš́ı̌reńım Poissonova procesu. Často jsou nazývány dvojně sto-
chastické, nebot’ mı́ra intenzity Coxova procesu je náhodná (ne determi-
nistická). S využit́ım znalost́ı o Coxových procesech se setkáváme např.
v pojǐst’ovnictv́ı. Jako ukázku si můžeme uvést model v pojistném kmeni,
kde počty škodńıch událost́ı na jednotlivých pojistných smlouvách lze mo-
delovat Poissonovým rozděleńım, zat́ımco pojistný kmen je rizikově neho-
mogenńı v tom smyslu, že r̊uzným pojistným smlouvám mohou př́ıslušet
rozd́ılné hodnoty parametru Poissonova rozděleńı. Podrobně v [3].
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Speciálńım př́ıpadem jsou pak shot noise Coxovy procesy, které jsou defi-
novány tak, že funkce intenzity pomocného procesu má speciálńı tvar. Jejich
definici zavedl v roce 2002 Jesper Moller. Dı́ky svým vlastnostem jsou velmi
d̊uležité, jelikož se použ́ıvaj́ı pro modelováńı celé řady shlukových proces̊u.
Jako př́ıklad můžeme jmenovat oceňováńı finančńıch derivát̊u (općı, swap̊u)
či časového nadměrku škodńıho zajǐstěńı. Jako zaj́ımavost bych chtěla uvést,
že v roce 2005 J. Jang přednášel na konferenci Kvantitativńı metody ve fi-





V této kapitole si vybudujeme základńı piĺı̌re pro shot noise Coxovy procesy.
Většinu poznatk̊u jsem čerpala z [1].
2.1 Bodové procesy
Bodové procesy se obecně definuj́ı na úplných separabilńıch lokálně kom-
paktńıch metrických prostorech. Ve své práci se však omeźım pouze na bo-
dové procesy na d-rozměrném eukleidovském prostoru.
Necht’ Bd je systém borelovských podmnožin Rd a Bd0 ⊂ Bd je systém
omezených borelovských podmnožin. Prostor lokálně konečných podmnožin
Rd definujme jako N =
{
ϕ ⊆ Rd : ϕ(B) <∞ ∀B ∈ Bd0
}
, kde ϕ(B) znamená
počet bod̊u množiny ϕ ∩B. Zaved’me σ-algebru na N :
N = σ
{{
ϕ ∈ N : ϕ(B) = m,m ∈ N0, B ∈ Bd0
}}
.
Definice 1. Bodový proces (Point process) Φ je měřitelné zobrazeńı
Φ : (Ω,A ,P)→ (N,N ), kde (Ω,A ,P) je pravděpodobnostńı prostor.
Rozděleńı bodového procesu (distribution) je mı́ra Π na (N,N ) taková, že
Π(U) = P(Φ ∈ U), U ∈ N .
Poznámka: Takto jsou definovány tzv. jednoduché procesy (maj́ı
navzájem r̊uzné body). Obecně lze však bodové procesy považovat za náhodné
celoč́ıselné lokálně konečné mı́ry (některé body se mohou započ́ıtávat s větš́ı
násobnost́ı).
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Definice 2. Mı́ra intenzity (intensity measure) bodového procesu Φ je
určena následovně
Λ(B) = EΦ(B), B ∈ Bd. (2.1)




λ(x) d(x), B ∈ Bd, (2.2)
pak λ nazýváme funkćı intenzity (intensity function).
Poznámka: Definice je v pořádku, nebot’ plat́ı věta, že Φ je bodový pro-
ces právě tehdy, když Φ(B) je náhodná veličina pro každé B ∈ Bd0 . Důkaz
najdeme v [4].
Definice 3. Necht’ Φ je bodový proces. Pravděpodobnosti P (Φ(B) = 0),
B ∈ Bd0 nazýváme prázdnými pravděpodobnostmi (void prababilities).
Tvrzeńı 1. Prázdné pravděpodobnosti bodového procesu Φ určuj́ı jeho
rozděleńı.
D̊ukaz: Toto tvrzeńı je dokázáno v [4].
Dále si uvedeme definice d̊uležitých vlastnost́ı bodových proces̊u, které
použijeme pro charakteristiku Coxových proces̊u.
Definice 4. Bodový proces Φ je stacionárńı (stationary), jestliže
Φ + y = {x+ y : x ∈ Φ} má stejné rozděleńı jako bodový proces Φ
pro libovolné y ∈ Rd (tzn. rozděleńı Φ je invariantńı v̊uči posunut́ı). Bo-
dový proces Φ je izotropńı (isotropic), jestliže jeho rozděleńı je invariantńı
v̊uči rotaćım kolem počátku v Rd.
Poznámka: Je-li Φ stacionárńı bodový proces s lokálně konečnou mı́rou
intenzity Λ, pak Λ je násobkem Lebesgueovy mı́ry. Toto tvrzeńı plyne
z d̊usledku, že Lebesgueova mı́ra je až na násobek jediná lokálně konečná
translačně invariantńı mı́ra na (Rd,Bd). Tud́ıž funkce inzenzity je konstantńı
a rovna tomuto násobku, který se nazývá intenzita stacionárńıho bodového
procesu (intensity).
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2.2 Poissonovy bodové procesy
Nejprve si muśıme zavést tzv. difúzńı mı́ru, která je nutnou podmı́nkou
pro existenci Poissonových bodových proces̊u.
Definice 5. Mı́ru µ nazveme difúzńı, jestliže plat́ı µ({x}) = 0 pro každé
x ∈ Rd.
Definice 6. Necht’ ν je difúzńı konečná mı́ra a B ∈ Bd : 0 < ν(B) <∞.
Necht’ X1, ..., Xn, n ∈ N jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné vektory:
P(Xi ∈ A) =
ν(A)
ν(B)
, A ⊆ B,A ∈ Bd. (2.3)
Potom Φn = {X1, ..., Xn} označuje binomický bodový proces (binomial point
process) o n bodech v B.
Je-li ν násobkem Lebesqueovy mı́ry, pak Φn nazýváme homogenńı binomický
bodový proces.
Poznámka: Všimněme si, že z definice vyplývá, že neńı nutné, aby mı́ra
ν byla normována.
Definice 7. Necht’ Λ je difúzńı lokálně konečná mı́ra na Rd. Poisson̊uv
bodový proces (Poisson point process) Φ s mı́rou intenzity Λ je bodový
proces Φ, pro který plat́ı:
(i) Φ(B) má Poissonovo rozděleńı s parametrem Λ(B) pro každé B ∈ Bd0
P(Φ(B) = k) =
Λ(B)k
k!
e−Λ(B), k = 0, 1, 2, ... (2.4)
(ii) Φ(B1),. . . , Φ(Bn) jsou nezávislé pro každé n ∈ N a B1, . . . , Bn ∈ Bd0
po dvou disjunktńı.
Existuje-li funkce intenzity λ a je-li konstantńı, potom Φ nazýváme homo-
genńı Poisson̊uv proces s intenzitou λ.
Poznámka: Homogenńı Poisson̊uv proces je stacionárńı a izotropńı.
Binomické bodové procesy jsou př́ıbuzné Poissonovým. Zat́ımco bino-
mický generuje v jisté omezené části prostoru předem daný počet událost́ı,
Poisson̊uv náhodný počet. Nyńı si na obrázćıch č. 2.1 a 2.2 názorně ukážeme,
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jak tyto procesy vypadaj́ı. Na obrázku ’HBBP’ (Homogenńı Binomický
Bodový Proces) je nasimulovaný homogenńı binomický bodový proces
o 100 bodech v okně (0, 1) × (0, 1) pomoćı př́ıkazu runifpoint. Obrázek
’NBBP’ (Nehomogenńı Binomický Bodový Proces) zobrazuje obecný bi-
nomický bodový proces - 100 nezávislých bod̊u rozdělených podle hustoty
50 ∗ |sin(x − y)| v okně (0, 1) × (0, 1). Pro generováńı tohoto procesu jsem
použila př́ıkaz rpoint. Je zřejmé, že zat́ımco v homogenńım př́ıpadě jsou
body rozloženy rovnoměrně, v obecném př́ıpadě to neplat́ı.
Obrázek č. 2.1 Obrázek č. 2.2
Na obrázćıch č. 2.3 až 2.6 jsou znázorněny Poissonovy bodové procesy.
Obrázky ’NPBP I’ a ’NPBP II’ (Nehomogenńı Poisson̊uv Bodový Proces)
představuj́ı simulace nehomogenńıch s intenzitami ΛI = 150e
−2x2 a
ΛII = 100e
−5x v okně (0, 1)× (0, 1). Program R k jejich generováńı použ́ıvá
metodu ’ztenčeńı’ (př́ıkaz rpoispp).
10
Obrázek č. 2.3 Obrázek č. 2.4
Obrázky ’HPBP I’ a ’HPBP II’ (Homogenńı Poisson̊uv Bodový Proces)
znázorňuj́ı homogenńı Poissonovy procesy s intenzitami Λ = 50 a Λ = 200.
Simulace názorně ukazuj́ı, že s rostoućı intenzitou roste počet bod̊u v daném
okně ((0, 1)× (0, 1)).
Obrázek č. 2.5 Obrázek č. 2.6
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Věta 1. Existuje jediný Poisson̊uv bodový proces Φ s mı́rou intenzity Λ.
D̊ukaz: Jednoznačnost plyne z tvrzeńı 1 (d́ıky vlastnosti prázdných
pravděpodobnost́ı: P(Φ(B) = 0) = e−Λ(B), B ∈ Bd0).
Existenci dokážeme pomoćı konstrukce Poissonova bodového procesu Φ.
Zvolme 0 ∈ Φ a vytvořme si posloupnost {Ti} následuj́ıćım zp̊usobem:
T1 := b(0, 1) (jednotková koule), Ti := b(0, i)\b(0, i− 1), i = 2, 3, ...
Necht’ Ni jsou náhodné veličiny pro i = 1, 2, ... , které maj́ı Poissonovo
rozděleńı s parametrem Λ(Ti) a jsou nezávislé. Za podmı́nky Ni = ni ge-
nerujme binomický bodový proces Φi = {ξi1, ..., ξini} , i = 1, 2..., pro který
plat́ı, že Φi jsou vzájemně nezávislé o ni bodech a








ξi1 , ..., ξini
}






a tak Φ je měřitelné zobrazeńı a tedy bodový proces.
Nyńı stač́ı dokázat, že je Poisson̊uv. Necht’ B je omezená borelovská
množina.
P(Φ(Ti ∩B) = k) =
∞∑
n=k





























Z toho tedy vyplývá, že Φ(Ti ∩ B) má Poissonovo rozděleńı
s parametrem Λ(Ti ∩ B). Dále Φ(B) =
∑
i:Ti∩B 6=∅
Φ(Ti ∩B) má Poissonovo
rozděleńı s parametrem Λ(B).
Necht’ A,B jsou disjunktńı borelovské množiny. Nezávislost náhodných
veličin Φ(Ti ∩ A) a Φ(Tj ∩ B) pro i 6= j vyplývá z konstrukce Tn, pro i = j
z následuj́ıćı rovnice:
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= P(Φ(Ti ∩ A) = k)P(Φ(Ti ∩B) = l).
Využili jsme vztahu:
−Λ(Ti) + Λ(Ti\(A ∪B)) = −Λ(Ti ∩ (A ∪B)) = −[Λ(Ti ∩ A) + Λ(Ti ∩B)].
Z definice nezávislosti dvou náhodných veličin tedy vyplývá, že Φ(Ti ∩A) a
Φ(Ti ∩B) jsou nezávislé. A tak Φ je Poisson̊uv bodový proces. 
Tvrzeńı 2. Necht’ Φ je Poisson̊uv bodový proces s mı́rou intenzity Λ.
Uvažujme pevně B ∈ Bd takovou, že Λ(B) < ∞. Potom restrikce Φ na B
za podmı́nky Φ(B) = k, k ∈ N0 je binomický proces na B s mı́rou Λ a k body.
D̊ukaz: Necht’ ΦB = Φ ∩ B znač́ı restrikci Φ na množinu B. Využijeme
definice podmı́něné pravděpodobnosti, pravděpodobnosti nezávislých jev̊u a
Poissonova procesu a ukážeme, že pro libovolnou borelovskou A ⊆ B plat́ı:





















Prázdné pravděpodobnosti P(ΦB(A) = 0|Φ(B) = k) určuj́ı rozděleńı bo-
dového procesu (podle tvrzeńı 1) a (Λ(B\A)
Λ(B)
)k jsou právě prázdné
pravděpodobnosti binomického bodového procesu o k bodech v B. 
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Definice 8. Necht’ M je úplný separabilńı metrický prostor, pro naše
účely ho nadále budeme nazývat prostor kót (mark space). Kótový bo-
dový proces (marked point process) je definován jako náhodná posloupnost
Φm = {(Xn,Mn)} taková, že Φ =
⋃
n
Xn tvoř́ı bodový proces na Rd a Mn
jsou náhodné prvky s hodnotami v M .
Stacionárńı kótované procesy maj́ı invariant́ı rozděleńı v̊uči posunut́ım,
která transformuj́ı body procesu, ale kóty zanechaj́ı.
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Kapitola 3
Shot noise Cox process
3.1 Základńı poznatky o SNCP
Coxovy procesy představuj́ı jednu z nejd̊uležitěǰśıch a předevš́ım
nejpouž́ıvaněǰśıch tř́ıd, kterými modelujeme shlukové bodové procesy, jenž
mohou být zp̊usobené např. (obyčejně nepozorovanou) r̊uznorodost́ı okolńı
náhody, a hraj́ı hlavńı roli v geostatistice a prostorové statistice. Většinu
svých poznatk̊u jsem čerpala z [2].
Stále uvažujeme d-rozměrný euklidovský prostor Rd.
Definice 9. Necht’ ΛC je náhodná σ-konečná difúzńı mı́ra na Bd. Cox̊uv
bodový proces ΦC s ř́ıd́ıćı mı́rou ΛC (Cox point process with driving measure
ΛC) je bodový proces ΦC takový, že podmı́něně při ΛC=µ je ΦC Poisson̊uv
bodový proces s mı́rou intenzity µ.
Poznámka: Coxovým proces̊um se také ř́ıká dvojně stochastické (double
stochastic) Poissonovy procesy.
Definice 10. Necht’ ΦC je Cox̊uv bodový proces s ř́ıd́ıćı mı́rou ΛC .
Existuje-li náhodné pole Z, které je hustotou mı́ry ΛC vzhledem
k Lebesgueově mı́̌re, pak Z nazýváme ř́ıd́ıćı funkćı Coxova procesu ΦC .
Pro mı́ru intenzity Coxova procesu plat́ı:
EΦC(B) = E [E(ΦC(B)|ΛC)] = EΛC(B), B ∈ Bd.
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Podobně pro vyjádřeńı rozptylu lze použ́ıt obecně platné vztahy pro dvo-
jici náhodných veličin:
V arΦC(B) = E [V ar [ΦC(B)|ΛC ]] + V ar [E [ΦC(B)|ΛC ]] =
= EΛC(B) + V arΛC(B), B ∈ Bd.
Z těchto jednoduchých výpočt̊u je vidět, že pokud má Cox̊uv a
Poisson̊uv bodový proces stejnou mı́ru intenzity, pak Cox̊uv má větš́ı
rozptyl pro počty bod̊u v jednotlivých množinách (shodný rozptyl maj́ı jen
v př́ıpadě, že Cox̊uv má degenerovanou ř́ıd́ıćı mı́ru intenzity a je vlastně
Poisson̊uv). Z tohoto vztahu také vyplývá, že č́ım větš́ı je nejistota v ř́ıd́ıćı
mı́̌re intenzity, t́ım větš́ı je rozd́ıl mezi těmito rozptyly.
Př́ıklad: Cox̊uv bodový proces s ř́ıd́ıćı mı́rou ve tvaru ΛM(B) = |B|.X,
kde X je náhodná veličina a B ∈ Bd. Tento proces, který se nazývá smı́̌sený
(mixed) Poisson̊uv proces, je stacionárńı s intenzitou EX, nebot’
EΦM(B) = EΛM(B) = |B|EX.
Prázdné pravděpodobnosti Coxova procesu vypočteme následuj́ıćım
zp̊usobem:





= E [P(ΦC(B) = 0|ΛC)] = Ee−ΛC(B), B ∈ Bd.
Definice 11. Shot noise Cox̊uv proces (SNCP) Ψ je Cox̊uv proces Ψ





kde k(cj, .) je hustota d-rozměrného spojitého rozděleńı a
(cj, γj) ∈ Rd × (0,∞) jsou body kótovaného Poissonova bodového
procesu Φ na Rd × (0,∞).
Poznámka: Pro zjednodušeńı budu kótovaný Poisson̊uv bodový
proces Φ z definice 11 nazývat pomocný proces Φ a jeho mı́ru intenzity
a funkci intenzity značit ΛΦ a λΦ .
Pod pojmem jádro (kernel) budeme nadále v textu rozumět hustotu k.
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Jak později ukážeme ve větě 2, funkce intenzity Coxova procesu Ψ
(λΨ(ξ) = EZ(ξ)) je dána rovnićı
λΨ(ξ) =
∫
γk(c, ξ) dΛΦ(c, γ) (3.2)
SNCP je bohatá tř́ıda model̊u Coxových proces̊u, která zahrnuje jako
speciálńı př́ıpady Neymanovy-Scottové Poissonovy procesy, Poisson-gamma
procesy a shot noise G Coxovy procesy. Na SNCP můžeme také nahĺıžet jako
na rozsáhlou skupinu Poissonových shlukových bodových proces̊u. Výhodou
SNCP je jejich struktura, která nám dovoluje jednoduše odvozovat r̊uzné
užitečné a také obecné výsledky.
Definice 12. Necht’ Φp je bodový proces (rodičovský proces, parent
process) a ΦX je konečný bodový proces (dceřinný proces, daugher
process) pro každé X ∈ Φp. Potom Φ =
⋃
X∈Φp
ΦX nazýváme shlukový bodový
proces (cluster point process).
Pokud Φp je Poisson̊uv bodový proces a ΦX |Φp jsou nezávislé bodové pro-
cesy, pak shlukový proces nazýváme Poisson̊uv shlukový bodový proces
(a budeme ho značit ΦPC).
Tvrzeńı 3. Necht’ ΦPC je Poisson̊uv shlukový bodový proces a ΦX |Φp




ΛX(B) <∞ s.j. pro každé B ∈ B0d.
Potom ΦPC je Cox̊uv bodový proces s ř́ıd́ıćı mı́rou ΛPC .
D̊ukaz: Využijeme základńıch vlastnost́ı podmı́něné středńı hodnoty,
definice Poissonova shlukového bodového procesu (nezávislost ΦX |Φp)
a tvrzeńı 1 (prázdné pravděpodobnosti):



























= Ee−ΛPC(B), kde B ∈ B0. 
17
Jinými slovy toto tvrzeńı ř́ıká, že některé Poissonovy shlukové procesy
jsou zároveň Coxovými procesy.
Již z definice Poissonova bodového procesu vyplývá, že požadujeme,
aby pomocný proces Φ byl určen lokálně konečnou difúzńı mı́rou intenzity
ΛΦ. To znamená, že ΛΦ(D) je definovaná pro omezené borelovské množiny
D ⊆ Rd × (0,∞), ΛΦ(D) < ∞ a ΛΦ({(c, γ)}) = 0 pro všechna




Z(ξ) dξ < ∞) = 1 pro omezené borelovské množiny
B ⊂ Rd.





kde χ je lokálně konečná mı́ra na (0,∞). Rovnice 3.3 je ekvivalentńı
s předpokladem, že rozděleńı pomocného procesu Φ je stacionárńı bodový
proces. Z toho tedy vyplývá, že proces {cj} je nezávislý na bodovém pro-
cesu shlukových intenzit {γj}. Dosazeńım zpět do rovnice 3.2 źıskáme nové






jestliže jsou oba integrály konečné.
A můžeme dostat v́ıce. Pokud je jádro invariantńı v̊uči posunut́ı v Rd
(tzn. k(c, ξ) = k(ξ − c) 1), pak plat́ı, že Z (a odtud i Ψ) je stacionárńı. To
znamená, že jejich rozděleńı jsou invariantńı v̊uči posunut́ı v Rd. Zkráceně
mluv́ıme o stacionárńım SNCP Ψ. Z této vlastnosti také vyplývá jednodušš́ı




Pokud je jádro izotropńı (tzn. k(ξ) = k(||ξ||) 1), rozděleńı Ψ je invariatńı
v̊uči otočeńı v Rd.
1Zde zneuž́ıváme značeńı.
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Poznámka: Pokud máme stacionárńı bodový proces, pak jeho mı́ra in-
tenzity je násobkem Lebesgueovy mı́ry. Z toho vyplývá, že funkce intenzity
je konstantńı a rovna právě tomuto násobku, který nazýváme intenzita sta-
cionárńıho bodového procesu. Vı́ce podrobnost́ı v [1].
Nyńı si uvedeme 3 typické př́ıklady SNCP.
Př́ıklad: Nejznáměǰśı př́ıklad stacionárńıho SNCP Ψ je
Neyman̊uv-Scottové Poisson̊uv proces.
Mı́ra χ je ve tvaru:
χ((0,∞)) = χ({α}) > 0, (α je parametr)
a intenzita procesu:
λΨ = ακ,
kde κ = χ({α}) je intenzita bodového procesu {cj}.
Popǐsme si dva nejvýznamněǰśı matematické modely pro tento proces.
1. Matérn̊uv shlukový proces
k(ξ) = 1 [||ξ|| ≤ r] /(ωdrd)
je hustota rovnoměrného rozděleńı na kouli v Rd se středem 0 a po-
loměrem r > 0 (b(0, r)), ωd = π






je hustota d-rozměrného normálńıho rozděleńı s nulovou středńı hodno-
tou a variančńı matićı, která je násobkem jednotkové matice (N(0, σ2I))
Oba procesy maj́ı radiálně symetrické rozděleńı bod̊u shluk̊u, a tak k je
izotropńı (Věta 12. [1])
Poznámka: Necht’ máme shlukový proces Φ a necht’ body dceřinných
proces̊u jsou rozdělené s hustotou p na Rd. Shlukový proces má radiálně sy-
metrické rozděleńı shluk̊u, pokud pro všechny body dceřinných proces̊u x, r
19
plat́ı: p(x) = p(||x||) = p(r) 2.
Př́ıklad: ”Shot noise G Cox process” je SNCP s ΛΦ ve tvaru 3.3, kde χ
je absolutně spojitá vzhledem k Lebesgueově mı́̌re s hustotou
fκ,α,τ (γ) = κγ
−α−1e−τγ/Γ(1− α), γ > 0.
Pro parametry plat́ı: κ > 0, τ ≥ 0 pokud α < 1 a τ > 0 pokud α ≤ 0.
Toto omezeńı zajǐst’uje, že ΛΦ je lokálně konečná.





Ve stacionárńım př́ıpadě se redukuje na λΨ = κτ
α.
Rozděleńı pomocného procesu Φ záviśı na α následovně:
Pokud je α < 0, pak Φ je speciálńı př́ıpad kótovaného Poissonova procesu.
Konkrétně: {cj} je stacionárńı Poisson̊uv proces s intenzitou −κτα/α, kde γj
jsou stejně rozdělené, nezávislé na {cj} a maj́ı gamma rozděleńı s parametry
−α a τ .




fκ,α,τ (γ) dγ = ∞. Dı́ky tomu, že {(c, γ) ∈ Φ : c ∈ A} a
{(c, γ) ∈ Φ : c ∈ B} jsou nezávislé pro disjunktńı borelovské množiny
A,B ⊆ Rd, můžeme pro jednoduchost předpokládat, že {cj} je soustředěno
na omezené borelovské množině B s Lebesgueovou mı́rou |B|. Pak γj určuj́ı
nehomogenńı Poisson̊uv proces na (0,∞) s funkćı intenzity |B| fκ,α,τ , kde
cj jsou stejně rozdělené, nezávislé na γj a všechna cj jsou rovnoměrně roz-
prostřena na množině B.
Poznámka: Název shot noise G Cox proces je odvozen od tzv. G-mı́ry
(gamma mı́ry) na borelovské σ-algebře v Rd: µG(B) =
∑
j
γj1 [cj ∈ B]
V př́ıpadě, že α = 0, dostaneme tzv. Poisson-gamma proces.
2Opět zneuž́ıváme značeńı.
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3.2 Prvńı a druhý moment
V tomto odstavci se zaměř́ıme předevš́ım na prvńı dva momenty SNCP,
protože jsou základńımi charakteristikami prostorových bodových proces̊u.
Nejprve si však uvedeme obecné definice, které jsem čerpala z [1].
Definice mı́ry intenzity a funkce intenzity jsou uvedené již v prvńı kapitole.
Definice 13. Momentová mı́ra n-tého řádu bodového procesu Φ je:
M (n)(A) = E
∑
X1,...,Xn∈Φ
1[(X1,...,Xn)∈A], A ∈ (Bd)n.
Definice 14. Faktoriálńı momentovou mı́ru n-tého řádu bodového pro-








znamená, že sč́ıtáme přes n-tice navzájem r̊uzných
bod̊u X1, ..., Xn procesu Φ.
Definice 15. Necht’ existuje hustota λ(n) faktoriálńı momentové mı́ry
α(n) vzhledem k (nd)-rozměrné Lebesgueově mı́̌re. Hustotu λ(n) nazýváme
součinovou hustotou n-tého řádu.
Definice 16. Pokud existuje součinová hustota druhého řádu λ(2) bo-





, x, y ∈ Rd : λ(x) > 0, λ(y) > 0.
Poznámka: Párová korelačńı funkce patř́ı mezi charakteristiky druhého
řádu a popisuje určitou závislost mezi body procesu. Je-li bodový proces
Φ stacionárńı, pak pro součinovou hustotu druhého řádu a pro párovou ko-
relačńı funkci plat́ı, že jsou funkcemi rozd́ılu x− y:
λ(2)(x, y) = λ(2)(x− y, 0) = λ(2)(x− y)
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Je-li bodový proces Φ izotropńı, pak λ(2) a g jsou funkcemi vzdálenosti
x a y:
λ(2)(x, y) = λ(2)(||x− y||) a g(x, y) = g(||x− y||).
Párová korelačńı funkce může nabývat hodnot v intervalu [0,∞].
Z výše uvedených definic vyplývá, že momentová mı́ra prvńıho řádu
splývá s mı́rou intenzity: M (1) = Λ a součinová hustota prvńıho řádu je
funkce intenzity: λ1 = λ.
Nyńı využijeme speciálńıho tvaru funkce intenzity Z ( 3.1) a
tzv. Slivnyak-Meckeho věty a ukážeme si r̊uzné užitečné výsledky pro popis
základńıch vlastnost́ı SNCP.




f(Φ\(c, γ), (c, γ)) =
∫
Ef(Φ, (c, γ)) dΛΦ(c, γ) (3.5)






Z(ξ)E[h(Ψ, ξ)|Φ] dξ. (3.6)




γk(c, ξ) dΛΦ(c, γ) (3.7)
za podmı́nky, že integrál je konečný pro všechna ξ ∈ Rd.
Párová korelačńı funkce existuje a je jednoznačně určena rovnićı
g(ξ, η) = 1 + β(ξ, η)/(λΨ(ξ)λΨ(η)) (3.8)
za podmı́nky, že integrál
β(ξ, η) =
∫
γ2k(c, ξ)k(c, η) dΛΦ(c, γ)
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je konečný pro všechna ξ, η ∈ Rd.
Důkaz: Nejprve odvod́ıme tvrzeńı 3.7, což ihned plyne z 3.1 a z 3.5.





γk(c, ξ) dΛΦ(c, γ).
Dále předpokládejme, že β(ξ, η) <∞ pro všechna ξ, η ∈ Rd. Pak z právě
dokázané rovnosti 3.7 a Jensenovy nerovnosti vyplývá, že
λΨ(ξ)
2 ≤ β(ξ, ξ) < ∞, tedy λΨ(ξ) < ∞ pro všechna ξ ∈ Rd. Nyńı si




f(Φ\ {(cj, γj), (ck, γk)} , (cj, γj), (ck, γk)) =
=
∫ ∫





γjk(cj, ξ)γkk(ck, η) + E
∑
j
γ2j k(cj, ξ)k(cj, η) =
=
∫ ∫
γk(c, ξ)γ,k(c,, η) dΛΦ(c, γ) dΛΦ(c
,, γ,) +
∫
γ2k(c, ξ)k(c, η) dΛΦ(c, γ) =
= λΨ(ξ)λΨ(η) + β(ξ, η).
A pokud si uvědomı́me, že párová korelačńı funkce je definována
následovně: g(ξ, η) = E[Z(ξ)Z(η)]/[λΨ(ξ)λΨ(η)], je t́ım druhá část tvrzeńı
dokázána. 
Př́ıklad: Uvažujme stacionárńı Neyman̊uv-Scottové proces Ψ. Aplikaćı
předchoźı věty dostaneme, že
λΨ = ακ, g(ξ, η) = 1 + ϕ(ξ − η)/κ, (3.9)
kde ϕ(ξ) =
∫
k(η)k(ξ + η) dη je hustota pro vzdálenost dvou nezávislých
bod̊u, z nichž každý má hustotu k.
Pro Thomas̊uv proces se hustota redukuje na
ϕ(ξ) = (4πω2)−d/2exp[−||ξ||2/(4ω2)].
Nyńı uvažujme stacionárńı shot noise G Cox proces s τ 6= 0. Pak
λΨ = κτ
α, g(ξ, η) = 1 +
1− α
κτα+2
ϕ(ξ − η). (3.10)
Tř́ıda {(λΨ, g) : κ > 0, α > 0} źıskaná z 3.9 i tř́ıda
{(λΨ, g) : κ > 0, α < 1, τ > 0} vyplývaj́ıćı z rovnice 3.10 splňuj́ı
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{(λΨ, 1 + aϕ) : λΨ > 0, a > 0}. Tud́ıž pro zadanou libovolnou funkci k
nemůžeme tyto dvě tř́ıdy rozlǐsit.
Představme si např́ıklad, že urč́ıme neparametrický odhad λ̂Ψ a ĝ
za předpokladu, že Ψ je stacionárńı bodový proces. Pak ale nerozeznáme,
jestli tyto odhady jsou vhodné pro Neyman̊uv-Scottové či pro G Cox proces.
3.3 Simulace SNCP
Na závěr se budeme zabývat simulacemi vybraných model̊u shot noise
Coxových proces̊u. V prvńı části si na konkrétńıch př́ıkladech ukážeme
Matérn̊uv shlukový proces a v druhé budeme zkoumat Thomas̊uv. Ve třet́ı
se zmı́ńıme o metodě ztenčeńı.
K jejich konstrukci jsem využ́ıvala software R a předevš́ım knihovnu
spatstat. Tento program poč́ıtá s okrajovými efekty.
3.3.1 Matérn̊uv shlukový proces
Jak jsme si uváděli již v kapitole [3.1], Matérn̊uv shlukový proces je
speciálńım př́ıkladem Neymanova-Scottového Poissonova procesu. Jádro je
hustota rovnoměrného rozděleńı na kouli v Rd. K jeho simulaci použ́ıváme
v programu R př́ıkaz rMatClust. Použitý algoritmus nejprve vygeneruje je-
den Poisson̊uv bodový proces s intenzitou κ (tzv. rodičovský). A pak každý
rodičovský bod nahrad́ı náhodným shlukem bod̊u, kde počet bod̊u v každém
shluku má Poissonovo rozděleńı s parametrem µ a tyto body jsou rozmı́stěny
nezávisle a rovnoměrně uvnitř kruhu, jehož středem je p̊uvodńı rodičovský
bod a poloměrem daný parametr r.
Na obrázćıch č. 3.1.1 až 3.1.6 jsou zobrazeny Matérnovy shlukové procesy
v okně (0, 1)× (0, 1), které se od sebe lǐśı v hodnotách parametr̊u (intenzita
Poissonova procesu shlukových střed̊u κ, poloměr shluk̊u r a středńı počet
bod̊u v jednotlivých shlućıch µ).
Na obrázku č. 3.1.1 je Matérn̊uv proces s κI = 6, rI = 0.1, µI = 20,
na obrázku č. 3.1.2 je κII = 20, rII = 0.1, µII = 20. Na těchto dvou obrázćıch
je nádherně vidět vliv intenzity Poissonova procesu shlukových střed̊u κ.
Č́ım větš́ı κ, t́ım větš́ı počet shluk̊u v okně. Pokud je κ dostatečně velká,
shluky začnou splývat (jako na obrázku č. 3.1.2). Obrázek č. 3.1.3 je proces
s κIII = 12, rIII = 0.05, µIII = 10. Na něm vid́ıme větš́ı počet shluk̊u, které
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maj́ı menš́ı poloměr i počet bod̊u. Obrázek č. 3.1.4 nám slouž́ı k ilustraci
velkého pr̊uměru. Je zde nasimulovaný proces s κIV = 6, rIV = 1, µIV = 20.
Dı́ky vyšš́ı hodnotě r shluky opět splývaj́ı. Naopak obrázek č. 3.1.5 má malé
r (κV = 6, rV = 0.01, µV = 20), takže body shluk̊u jsou velmi bĺızko u sebe,
až se zdá, že splývaj́ı. Na posledńım obrázku (č. 3.1.6) je znázorněn proces
κV I = 1, rV I = 0.1, µV I = 100.
Obrázek č. 3.1.1 Obrázek č. 3.1.2
Obrázek č. 3.1.3 Obrázek č. 3.1.4
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Obrázek č. 3.1.5 Obrázek č. 3.1.6
3.3.2 Thomas̊uv proces
Thomas̊uv proces je také speciálńım př́ıkladem Neymanova-Scottového
Poissonova procesu (viz. 3.1). Jeho jádro je hustota d-rozměrného normálńıho
rozděleńı na kouli v Rd. V programu R vyvoláme jeho simulaci př́ıkazem
rThomas. Zavedený algoritmus podobně jako u Matérnova shlukového pro-
cesu nejprve vygeneruje jeden rodičovský Poisson̊uv bodový proces s inten-
zitou κ. A pak každý rodičovský bod nahrad́ı náhodným shlukem bod̊u.
Rozložeńı těchto bod̊u má izotropńı Gaussovo rozděleńı se směrodatnou od-
chylkou σ a počet bod̊u v každém shluku má Poissonovo rozděleńı s para-
metrem µ.
Na obrázćıch č. 3.2.1 až 3.2.6 jsou zobrazeny Thomasovy procesy v okně
(0, 1)× (0, 1). Budeme si na nich ukazovat vliv r̊uzných hodnot parametr̊u.
Těmito parametry jsou intenzita Poissonova procesu shlukových střed̊u κ,
směrodatná odchylka rozprostřeńı bod̊u od centra shluku σ a středńı počet
bod̊u ve shluku µ.
Obrázek č. 3.2.1 představuje simulaci Thomasova procesu s κI = 4,
σI = 0.05, µI = 150. Je na něm názorně vidět charakteristická vlastnost to-
hoto procesu: koncentrace bod̊u v jednotlivých shlućıch je největš́ı uprostřed,
směrem ke kraji shluku se snižuje. Na obrázku č. 3.2.2 je Thomas̊uv proces:
κII = 20, σII = 0.01, µII = 150. V porovnáńı s ’Thomas I’ je zde větš́ı počet
shluk̊u, což je zp̊usobené vyšš́ı hodnoutou κ. Dále se lǐśı velikost́ı shluk̊u,
což je zp̊usobené menš́ım σ. To má za následek i to, že stejný počet bod̊u
je rozprostřen do menš́ıho prostoru, a tak se zdá, že body splývaj́ı. Obrázek
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č. 3.2.3 je proces κIII = 2, σIII = 0.1, µIII = 250. Jedná se o menš́ı počet
shluk̊u s větš́ım rozptylem a také vyšš́ım počtem bod̊u. Na obrázku č. 3.2.4
je κIV = 4, σIV = 0.1, µIV = 150. Od obrázku ’Thomas I’ se lǐśı velikost́ı
rozptylu. Na obrázku č. 3.2.5 nejsou vidět žádné shluky, což je zp̊usobeno
velkým rozptylem (κV = 4, σV = 0.2, µV = 150). Posledńı obrázek (č. 3.2.6)
je podobný ’Thomas V’, avšak nemaj́ı nic společného. Skutečnost, že ani
na obrázku ’Thomas VI’ nejsou znatelné shluky, je zp̊usobena t́ım, že je
zde nasimulovaný velký počet shluk̊u s malým rozptylem a s malým počtem
bod̊u (κV I = 200, σV I = 0.05, µV I = 3).
Obrázek č. 3.2.1 Obrázek č. 3.2.2
Obrázek č. 3.2.3 Obrázek č. 3.2.4
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Obrázek č. 3.2.5 Obrázek č. 3.2.6
Na závěr bych chtěla shrnout rozd́ıl mezi Matérnovým a Thomasovým
procesem. Zat́ımco body v shluku Matérnova procesu jsou rozloženy rov-
noměrně, v Thomasově je jich největš́ı koncentrace ve středu shluku a
k jeho kraji se zmenšuje. Druhou zásadńı odlǐsnost́ı je to, že u Matérnova
procesu je dána maximálńı vzdálenost dceřinných bod̊u od svých rodič̊u (r),
zat́ımco u Thomasova žádná maximálńı vzdálenost neexistuje. Tyto jevy
jsou právě zp̊usobeny vlastnostmi jádra.
3.3.3 Ztenčeńı
Jen pro zaj́ımavost bych chtěla ještě uvést pár slov o metodě, kterou
nazýváme ztenčeńı (thinning). Tato operace je velmi známá a už́ıvá se
pro konstrukci proces̊u s tzv. pevným jádrem. Procesy s pevným jádrem
nemaj́ı žádné dva body bĺıže než dané r > 0. Princip je v tom, že vyjdeme
z Poissonova bodového procesu a některé body z něho vypust́ıme. Ztenčeńı
může být bud’ nezávislé (to je v př́ıpadě, že odeb́ıráńı daného bodu nezáviśı
na ostatńıch bodech), nebo závislé.
V této části jsem čerpala poznatky z [1] a [5].
Jak jsem uvedla již v kapitole 2.2, ztenčeńı se už́ıvá pro konstrukci ne-
homogenńıch Poissonových bodových proces̊u. Spoč́ıvá v tom, že nejprve
vygeneruje homogenńı Poisson̊uv bodový proces s intenzitou, která je rovna
maximu intenzity, ze které chceme simulovat. Poté vezme jednotlivě každý
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bod tohoto procesu a s určitou pravděpodobnost́ı ho tam nechá, či vyhod́ı.
Tato pravděpodobnost se poč́ıtá jako pod́ıl chtěné intenzity v daném bodě
a maxima intenzity.
Závislé ztenčeńı se využ́ıvá např. v definici Matérnových proces̊u s pevným
jádrem.
Definice 17. Necht’ Φ je homogenńı Poisson̊uv bodový proces a r > 0.
Matérn̊uv proces s pevným jádrem typ I je definován vztahem:
ΦI = {X ∈ Φ : ||X − Y || > r∀Y ∈ Φ, Y 6= X}.
Bodový proces
ΦII = {X ∈ Φ : U(X) < U(Y )∀Y ∈ Φ ∩ b(X, r)\ {X}},
kde {U(Y ), Y ∈ Φ} jsou navzájem nezávislé náhodné veličiny, nezávislé
na Φ a rovnoměrně rozdělené na intervalu (0, 1), nazýváme Matérn̊uv proces
s pevným jádrem typ II.
Pro ilustraci jsem v programu R pomoćı př́ıkaz̊u rMaternI a rMaternII
nasimulovala Matérnovy procesy s pevným jádrem. Na obrázku č. 3.3.1 je
Matérn̊uv proces s pevným jádrem typ I, intenzita Poissonova bodového
procesu je 30 a daná vzdálenost 0.1. Obrázek č. 3.3.2 znázorňuje Matérn̊uv
proces s pevným jádrem typ II o stejných parametrech jako ’Matérn typ I’.
A pro srovnáńı je na obrázku č. 3.3.3 uveden homogenńı Poisson̊uv bodový
proces s intenzitou 30.




Shot noise Coxovy procesy jsem si pro svou práci vybrala z toho d̊uvodu,
že jsou velmi zaj́ımavé a přitom o nich neexistuj́ı žadné česky psané články.
Jak jsem již zmı́nila v úvodu, SNCP jsou v dnešńı době velmi obĺıbeným
tématem d́ıky tomu, že se v praxi použ́ıvaj́ı pro modelováńı celé řady si-
tuaćı. Kv̊uli charakteru bakalářských praćı jsem se však musela omezit pouze
na základńı informace, nebot’ je to velmi široká látka. Např́ıklad jsem se
v̊ubec nezmı́nila o markovských vlastnostech SNCP. Přesto věř́ım, že tento
text bude čtenáři zaj́ımavým uvedeńım do této problematiky.
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